Unidad 3: Funcidn cuadratica

Una funcién cuadrética es una funcién f: R - R dada por f(x) = ax? + bx + cdonde a € R, b € R,
¢ € Rya # 0. Los puntos de la grafica conforman una curva llamada parabola cuya ecuaciones y =
ax? + bx + c.

¢+ En general: recordamos que llamamos ceros de una funcion a aquellos valores del dominio para los
cuales se anula el valor de la funcién. Es decir, son las soluciones o raices de la ecuacion f(x) = 0.
En el caso de la funcién cuadrética los ceros de f son los x / ax? + bx + ¢ = 0.

¢Qué representan en el grafico de la pardbola los ceros de la funcién f?

Ejercicio N2 1

a) Considerar las siguientes funciones cuadraticas y hallar los ceros (completar cuadrados para
resolver las ecuaciones del tipo ax? + bx + ¢ = 0 en los casos que sea necesario).

b) Graficar e indicar el eje de simetria.

c) Indicar las coordenadas del punto de intersecciéon del grafico con eje y.

L flx)=x*—6x+9 V. fx)=x*+4x+1
. f(x)=—-x2+2x—2 VI. f(x)=x?>+4x+5
n.  f(x)=3x%2-2 VI f(x) =3x% —12x
V. f(x)=4x?—16x+ 12 VI, f(x) =—x2+x

Ejercicio N2 2

a) Verificar que toda ecuacién del tipoy = ax? + bx + c se puede escribir de la siguiente forma: y =
a(x — x¢)? + y, (forma candnica).

b) ¢Qué representa el punto (x,; y,) en el gréfico de la pardbola?

c) éCual es la ecuacion del eje de simetria?

+¢ Intervalos de postividad

Se denomina intervalo de positividad de una funcidn f al intervalo en el cual se verifica que Vx del
intervalo f(x) > 0.

En forma analoga se define intervalo de negatividad de f.

Para el caso de la funcidén cuadratica el intervalo de positividad corresponde a todos los valores de x
/ax?®+bx +c > 0.

Ejercicio N2 3

Para cada una de las funciones del ejercicio 1 realizar lo que se indica en cada item.

a) Escribir la ecuaciéon candnica de la parabola asociada a cada caso, las coordenadas del vértice y la
ecuacion del eje de simetria.

b) Hallar analiticamente el conjunto imagen y los intervalos en que f(x) = 0.

c) Expresar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.



+¢ Desplazamientos
Actividad
a) Representar en hoja cuadriculada f: R - R/f (x) = x2.

Representar en el mismo grafico, sin usar tabla de valores, g(x) = f(x) + 1y h(x) = f(x) — 2,
ambas definidas de R — R.

Relacion entre la gréfica de f(x) y las de g(x) y h(x):
Si trasladamos la gréfica de ............. 1 unidad en el sentido positivo del eje y obtenemos la grafica de

b) Consideremos nuevamente f: R — R/f(x) = x2. Sin usar tabla de valores representar:

p(x) =flx—Dyjlx) =flx+1).

Expresar la formula de la funcidn resultante.

¢Qué relacion existe entre las graficas de f, py j?

En general:

Dada una funcién f y un numero k > 0

a) la grafica de g(x) = f(x) = k se obtiene desplazando la grafica de f en la direccién del eje y
e k unidades en el sentido positivo si g(x) = f(x) + k;

e k unidades en el sentido negativo si g(x) = f(x) — k.

b) la grafica de h(x) = f(x + k) se obtiene desplazando la grafica de f en la direccion del eje x.

En el caso particular de la funcién cuadratica podemos representar una parabola cualquiera expresada
en forma candnica:
y = a(x — x0)? + y, mediante desplazamientos de y = ax?.

Ejemplo:

y=x2—4x+3=x>-2.2x+4-4+3=(x-2)* -1

La gréfica es una parabola que se obtiene desplazando la gréfica de y = x> 2 unidades en el sentido
positivo de x y 1 unidad en el sentido negativo de y.

Ejercicio N2 4

Dadas las siguientes parabolas:
pLoy=a;x>+bx+c¢
Py =y =a,x%+byx +cy

donde |a,| = |a,| hallar las ecuaciones de p; y p, teniendo en cuenta en cada caso los datos que
figuran en las graficas.



a) b)

P1

Ejercicio N2 5

a) Dadala pardbolap, » y = a;(x — 2)%:
i) hallar la ecuacidn de la parabola p, que pasa por el punto Q = (0;5) y tiene el mismo vértice
que py;
ii) ¢cudl es el valor de a; sia, = 2a,?

b) Dar la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos: A = (0;6) ,B = (4;,—10)yC = (2;6) y
realizar lo siguiente:
i) obtener los ceros y el vértice;
ii) graficarla;
iii) hallar su imagen;
iv) determinar en qué intervalo es positiva y decreciente simultdaneamente y en cudl es negativa y
creciente.

Ejercicio N2 6
¢Qué condicién deben cumplir a, h y k para que la gréafica de s: R - R/s(x) = a(x — h)? + k sea
una parabola cdncava hacia abajo y corte al eje x en dos puntos?

Ejercicio N2 7

Considerar la funcién g: R - R/g(x) = 2(x + 1)(x — 3) y decidir, sin utilizar la forma polinémica ni
la forma candnica, si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar cada una
de las desiciones.

a) Las raices de la funcién g son 1y —3.

b) La funcion g tiene un minimo en el punto (1; —8).

c) La ordenada al origen de la funcién g el 6.

d) El conjunto imagen de la funcion g es (—8; +0).

Ejercicio N2 8

En cada caso, determinar la férmula de la funcién cuadratica f, tal que f: R — R, que verifica lo que
se indica.

a) Su gréfico corta al eje x en los puntos (1;0) y (3 ; 0) y su conjunto imagen es [—2; +).

b) f(—2)=f(3)=0yf(0) =4

c) Im=[-5;+0)yC*t = (—00;—8) U (—2;+).



d) El maximo valor dey correspondea x = —1, f(—1) =3y C°% = {-3;1}.

e) El conjuntoimagenes (—;5]y f(1) = f(-7) = —27.

Ejercicio N2 9

Para cada una de las siguientes afirmaciones, indicar si es V (verdadera) o F (falsa) y justificar.

a) Sienlafdrmula de una funcién cuadratica el término independiente es 0, la funcién tiene una raiz
nula.

b) Si el vértice del grafico de una funcién cuadratica pertenece al segundo cuadrante y el coeficiente
cuadratico de la féormula de dicha funcidn es positivo, entonces la mencionada funcién no tiene
raices reales.

c) Si una funcién cuadratica no tiene raices reales, su conjunto de positividad es el conjunto de los
numeros reales.

d) Si el vértice de una parabola pertenece al eje x, entonces la funcién cuadratica correspondiente
no tiene raices reales.

e) Silos puntos (3;7)y (-5 ; 7) pertenencen al grafico de una funcién cuadratica, la ecuacion de su
eje de simetria es x = 0.

f) Si-2esraizdoble de una funcién cuadratica, entonces el conjunto de negatividad de dicha funcién

es el conjunto vacio.

+¢ Formula general para encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado

Deduciremos una férmula para encontrar las raices de una ecuacién de segundo grado o ceros de una
funcién cuadratica en forma mas practica que completando cuadrados.

ax? + bx + ¢ = 0 (ecuacién de segundo grado)

. . . b C
dividiendo miembro a miembro por a: X2+ —x+ - =0
a a
b> b> ¢
completando cuadrados: X +2. — . X+ — +—-=0

2a 4a2}_E a

. \_Y_)

\

2a 43°
( b jz b? —4ac
X+—| = -
2a 4a
( b jz b? —4ac
X+—| = -
2a 4a
b b? —4ac
X+ —| =
2a 43*
X_—b+\/b2—4ac . X_—b—\/b2—4ac
2a - 2a



Formula resolvente de la ecuacion de segundo grado

. —b++/b* -4ac

2a

Para hallar esta formula simplemente se han resuelto en términos generales los mismos cédlculos que
hemos realizado para los casos particulares planteados en el ejercicio 1 con valores numéricos, pero
con la ventaja de haber obtenido una expresion general en funcién de los parametros a, b y c.

Ejercicio N2 10

En un tridangulo rectangulo, la medida de la hipotenusa es 10 cm mayor que la de uno de los catetos y
la medida de este es 10 cm mayor que la del otro cateto. Calcular la medida de cada uno de los lados
del triangulo rectangulo.

Ejercicio N2 11
De todos los rectangulos de perimetro 8 hallar las dimensiones del que tiene drea maxima.

Ejercicio N2 12
En la siguiente figura, el area del circulo menor es la
cuarta de la del circulo mayor.

Calcular el radio de cada circulo considerando que la
distancia entre sus centros es 6 cm.

Ejercicio N2 13
Hallar dos numeros cuya suma es 36 y cuyo producto es maximo.

Ejercicio N2 14
La suma de un numeroy el triple de su reciproco es 4. ¢Cudl es el nUmero?

Ejercicio N2 15
Una compaiiia de TV por cable de acuerdo con un estudio de mercado sabe que el ingreso mensual
de la empresa cuando la tarifa es de x pesos mensuales viene dada por la siguiente funcién:
i(x) =500(300— x)x con 0<x<300
a) ¢Cual debe ser la tarifa mensual para que el ingreso sea maximo?
b) ¢Cudl debe ser la tarifa mensual para que el ingreso sea 34375007?

Ejercicio N2 16
Cada uno de los lados congruentes de un tridngulo isésceles mide 10 cm. La medida de la altura del
lado desigual es 4 cm menor que dicho lado. Calcular la medida de la mencionada altura.



Ejercicio N2 17

En un rectangulo de 30 cm de base y 20 cm de altura se construyen distintos cuadrilateros con vértices
en los lados del rectangulo anterior de forma tal que la distancia de cada uno de esos vértices a los
vértices del rectdngulo mencionado sea la misma, por ejemplo:

X

X
¢Cual es la menor drea que puede tener un cuandrildtero construido como se indicd?

Ejercicio N2 18

En una isla se introdujeron 100 venados. Al principio la manada empezé a crecer rdpidamente, pero
después de un tiempo los recursos de la isla empezaron a escasear y la poblacion decrecio.
Supongamos que el numero de venados n a los t afios estd dado por: n(t) = —t? + 21t + 100 con
t>0.

a) Calcular los valores de t para los cuales n = 154.

b) ¢ Cuando se extingue la poblacion?

Ejercicio N2 19

Un jardin circular cubierto de flores esta rodeado por un camino de 2 m de ancho. éCudl es el radio
. . . / . . . . 36 , . .

del jardin si el area del jardin con camino es igual a los - del drea del jardin?

Ejercicio N2 20
Una cuerda para tender ropa que tiene 35 m de longitud se extiende en diagonal entre las esquinas
de un patio rectagular de 98 m de perimetro. {Cudles son las dimensiones del patio?

Ejercicio N2 21

Se quiere construir una ventana que tenga la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo y
cuyo perimetro total sea 12 m.

Hallar las dimensiones que debe tener la ventana si se quiere que deje pasar la mayor cantidad de luz
posible. Sugerencia: utilizar como variable independiente el radio del semicirculo.

Ejercicio N2 22

Un grupo de amigas decide comprar un regalo que cuesta $24 000. Si se agregan 4 chicas mas, cada
una debe pagar $1000 menos.

a) ¢Cudntas amigas van a participar ahora del regalo?

b) ¢ Cuanto dinero debera aportar cada una?



Ejercicio N2 23

Desde lo alto de un edificio de 40 m de altura se lanza una pelota hacia la calle que describe una
trayectoria parabdlica. El punto mas alto de dicha trayectoria se encuentra a 22,50 m por encima del
lugar donde se lanzd la pelota y a 1,5 m del edificio.

Frente al edificio hay um depdsito cuyos empleados utilizan una rampa mecanica para bajar y subir
mercaderia.

De acuerdo con los datos del esquema que figura a continuacién determinar si la pelota puede o no
chocar con la rampa vy justificar.

40 m

i o o )
-

I

Ejercicio N2 24
Considerar un movimiento rectilineo uniformemente variado en el cual:
La euacién horaria de posicién es x(t) = xo + vyt +§0Lt2
La euacién horaria de velocidad es  v(t) = v, + at
La euacidn horaria de aceleraciénes a(t) = a
Donde: xy = 6m; vy = —3? ;o a= 3:n—2
a) Obtener x(t), v(t)y a(t).
b) Graficar las tres funciones del item a) en distintos sistemas de ejes coordenados.
c) i)éQuéocurreent=1,5?
ii) ¢Como es el movimiento en el intervalo [0; 1,5)? ¢Y en el intervalo (1,5 ; 5]?
d) i) ¢Cual es la pendiente de la recta que representa v = g(t)?
ii) ¢Qué representa fisicamente dicha pendiente?

Ejercicio N2 25
a) Representar x: R} —» R{ /x(t) = —t? + 10¢t.
b) ¢ Para qué tiempo se obtiene una posicion maxima?

Ejercicio N2 26
. . . . . m
Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba con una velocidad de 120 —. Su altura sobre el
s
suelo t segundos después del disparo estd dada por h(t) = —5t% + 120t.
a) ¢Para qué valores de t el proyectil ascende? ¢Y para cuales descende?
b) Hallar el instante en que el proyectil alcanza su altura maxima y calcularla.



c) Calcular el tiempo que demora el proyectil en llegar al suelo.
d) Obtener el instante en que el proyectil alcanza los 50 m de altura.

Ejercicio N2 27

Se desea cercar un terreno rectangulary dividirlo en tres partes con dos divisones interiores y paralelas
a uno de los lados. Hallar, si es posible, las dimensiones del terreno considerando que la longitud total
de la cerca es 800 my el area del terreno es:

a) 19200 m? b) 20000 m?; c) 23000 m2.

Ejercicio N2 28

Se dice que la forma ideal de un rectangulo utilizado en
el dibujo artistico es la del rectangulo aureo, usado por
los griegos.

En el rectdngulo que figura a continuacion, las
dimensiones son tales que la razén entre la dimension
mayor y la menor es igual al nimero de oro, que se
simboliza con ®. Al construir en el rectangulo un
cuadrado cuyo lado mide igual que la menor de sus
dimensiones se obtiene un rectangulo semejante al - -
original.

1cm

Considerar que el lado del cuadrado mide 1 cm y calcular el valor de x que es el valor de ®.

+¢ Discriminante de la ecuacion de segundo grado

—b++/b? —4ac

2a
llamamos discriminante a la expresion A= b% —4ac. Se dan las siguientes situaciones posibles:

esi A =0, entonces x1 = Xz, es decir que la ecuacidn de segundo grado tiene raices reales iguales (raiz
doble);

esi A >0, entonces x1 # X2, 0 sea que la ecuacion de segundo grado tiene raices reales y distintas
(raices simples);

esi A <0, entonces la ecuaciéon de segundo grado no tiene raices reales (no existen las raices en el
campo real).

En la ecuacidn de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 cuya férmula resolvente es x =

Ejemplo: y

Determinar la naturaleza de las raices de las ecuaciones. -

a) "
x> +10x+25=0 :
A=0 x,=x,=-5 Raizdoble 4

y=x>+10x+25=(x+5 Vv=(-5,0)

El eje x es tangente a la pardbola




b)

a5 Y
40
35
X2+7X—8:0 30
. . 25
A>0 x,=-8 x,=1 x,#x, Raicessimples 20
15
2
7 81 10
y:x2+7x—8:(x+— -— 5 5
2 4 =12=11=10=9-—8—=7—6—5—4—=3—=2 —15 12 3 4 5
7 81 ~1p
V: -, 415
2 4 20
=25
, -30
El eje x corta a la parabola en dos puntos. s
—40
-45

3x* +6x+15=0

A<0 sin raices reales
y=3x"+6x+15=3(x+1)* +12
V=(-1;12)

25

20

X El eje x no corta a la parabola.

-5

Ejercicio N2 29

Considerar que en la ecuacidn de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 las raices son x1 y x2 y el discriminante
es A, e indicar si cada una de las siguientes afirmaciones es V (verdadera) o F (falsa). Justificar.

a) Sixi1 € Ryxa €R, entonces A = 0.

b) xi=x = A=0.

c) Sia<0, entonces A >0.

d) b%?>4ac = x1 # Xa.

e) Sixi # X2, entonces b? > 4ac.

Ejercicio N2 30

, -b+VA —b—-vA ] .,
Siendo x, B y X, = B las raices de la ecuacion ax* + bx + c =0 con a # 0 obtener:
a a
a) xi+xy;
b) X1. X2.

Ejercicio N2 31
Hallar una ecuacién de segundo grado cuyas raices son x1=5y x2=-7.



Ejercicio N2 32
Reconstruir la ecuacién ax?+ bx + ¢ = 0, cuyas raices son X1 y X2, sabiendo lo siguiente:
a) x1=2,x2=8ya=2;

b) x1= 1—\/§,Xz= 1+3 ya= —%.

Ejercicio N2 33
Calcular en cada caso el valor de m para que la ecuacion:

a) 2x*+ %x +m =0 tenga raiz doble ;

b) x?+x+ m =1 tenga una raiz nula;
c) x?-—8x+m =0 tenga una raiz igual al triplo de la otra.

Ejercicio N2 34
Hallar el conjunto de valores de k para que el gréafico de la funcién cuya féormula es y = =3x2 — 2kx — 3
no corte al eje x.

Ejercicio N2 35
En cada uno de los siguientes casos, obtener el valor de k para que la ecuacién tenga raiz doble.

a) 2¢—(k—1)x= _%

b) x?+2(k—1)x+4k=0

Ejercicio N2 36

Hallar el valor de k para que la suma de las raices sea igual al producto en cada una de estas
ecuaciones:

a) x*-(2k-3)x-k=0

b) 2x>+(k+1)x+3k-5=0

Ejercicio N2 37

En cada una de las siguientes ecuaciones, obtener el valor de k para que x1= 0.
a) 5x>—5kx+4k—-1=0

b) x>+3kx—-k+1=0

Ejercicio N2 38
Considerar la ecuacion x? + 8x + k = 0 y hallar el valor de k para que una raiz sea 3 veces la otra.

+¢ Factorizacion del trinomio de segundo grado
y=ax’+bx+c

B (2 b c)
y=a| X’ +—x+—
a a

b C
Comoxi+x2=—— yX1.X2= —, entonces:
a a

10



:a(x2 —(x, +x2)x+xl.x2)

2
(x —XX; —XX, +x1x2)

Ejercicio N2 39

Factorizar estos trinomios:
a) 2x2-3x-2

b) x*+4x-45

c) 4x*>-3

d) 3x>+2x-1

e) —2x?+2x+180

Ejercicio N2 40

Resolver graficamente las siguientes inecuaciones:
a) y>2x2-3x-2

b) v < x*+4x-45

c) y=>4x>-3

d) y<3x?+2x-1

e) y<-2x*+2x+180

Ejercicio N2 41

Resolver estas ecuaciones bicuadradas:
a) 4x*-13x2+3=0

b) 4x*-17x?2+4=0

c) 4x*-37x2+9=0

d) 4(x>-1)?2+3x*-3=0

e) (x*-1)2-4(x>-1)+3=0

¢ Recta secante, recta tangente o recta exterior a una parabola
Resolvamos primero grafica y luego analiticamente el siguiente sistema de ecuaciones:

x?—5x+6 =y —paradbola
2x+y=4 — recta

e Graficamente
5 25 25

R S
y:x2—§x+6 y =X 2.2x+4 4+6
23 (3

5, 1 ’
=X——2——
y=( 2) 4 V:(é'_lj
2 4

11



6
5 Representamos la parabola.
Representamos la recta.
3 Las coordenadas de los puntos A=(2,0)yB=(1, 2)
2 resuelven el sistema de ecuaciones.
1
-2 -1 1] 1 3 4 5 6
-1
-2

e Analiticamente

Resolvemos el sistema:
2
=X"—-5x+6
y = - 2x+4=x>—-5x+6
y=-2x+4

X' =5x+2x+6-4=0
x*=3x+2=0
3+41
X:

2
x=20x=1

Six =2, entoncesy =0.
Six=1, entoncesy = 2.
Por lo tanto, las coordenadas de los puntos A =(2,0) y B = (1,2) resuelven el sistema de ecuaciones.

Al resolver el discriminante de la ecuacion x?> — 3x + 2 = 0 se obtiene que dicho discriminante es mayor
gue cero, con lo cual resultan dos valores distintos para x. Es decir que existen dos puntos de
interseccidn entre la recta y la parabola. Luego, la recta es secante a la pardbola.

¢Como interpretarias graficamente que el discriminante de la ecuacién x?> — 3x + 2 = 0 hubiese sido
a) nulo? (En este caso, la recta es tangente a la parabola.)
b) negativo? (En este caso, la recta es exterior a la parabola.)

Ejercicio N2 42
Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

a){—x2+2x+3=y b){ =-2x>+4x+6 c) [x)-2y=0

= =-bx—6 1
3x+y=7 Y X Ex+y_1=0

Ejercicio N2 43
Una compaiiia utiliza las siguientes formulas para expresar el costo (C) y el ingreso total (i) en relacion
con la produccién y la venta de x unidades de un cierto producto.
C(x) = 10x + 600 i(x) =80x —x?
a) Representar en un mismo sistema de ejes cartesianos las dos funciones.
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b) Hallar los puntos de interseccién de los graficos de las funciones mencionadas. ¢Qué significado
tienen esos puntos con relacion a la ganancia?

c) Expresar la férmula de la funcién ganancia y representar esa funcién en un sistema de ejes
cartesianos.

d) ¢Cuales son los valores de x para los cuales hay ganancia? ¢Y para los cuales hay perdida?

Ejercicio N2 44
Considerar los datos del siguiente grafico y obtener la ecuacién de la recta.

o
=Q

Ejercicio N2 45

Considerar la pardbolay = x?2 — 5x + 6 y hallar la recta de la forma y = mx + b tal que sea tangente
a esa parabola en el punto (1, 2) (punto de tangencia). Ademas, graficar la parabolay la recta en un
mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio N2 46
Determinar el valor de m para que la recta y = mx — 2 sea tangente a la pardbola y = x? — 2x — 1.
Interpretar graficamente e indicar el punto de tangencia.

Ejercicio N2 47

y=-2x>+x-1

Considerar el sistema de ecuaciones {
y=mx—1

e indicar para qué valores de m la recta resulta secante a la parabola.

13



Ejercicio N2 48

Dada la pardbolay = 3x? — kx — 1y la recta y = kx — 2 determinar qué condicién debe cumplir k para
que:

a) la recta sea tangente a la pardbola e indicar el punto de tangencia.

b) la recta no corte a la parabola.

Ejercicio N2 49

Considerar la pardbola y = x2 — 2x y obtener lo siguiente:

a) la ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos de la pardbola de abscisas 3 y 4.
b) la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa 3.

Ejercicio N2 50
Hallar el valor de k para que la rectay = 2x + k sea tangente a la pardbola y = 2x?> — 2x y graficar la recta
y la parabola en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio N2 51

Una recta es normal a una curva en uno de sus puntos si y solo si es perpendicular a la recta tangente
a dicha curva en ese punto.

Obtener la ecuacidn de la recta normal a la pardbolay = x> — 4x + 5 en el punto (3 ; 2).

Ejercicio N2 52
Para cada una de las siguientes férmulas considerar que f: R — R, graficar la funcién y escribir el
conjunto imagen.

—x?+1si|x] <2

1 six<1 ;
x St X = o) f(x) = —13 six < —2
2

a)f(x)=§x2—2x+1 b)f(x)={(x_1)2 si x>1 . 9
six >
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